
Les quatre mathématiques de Descartes 
Descartes a publié un  unique traité de mathématiques (le troisième Essai du Discours de la méthode). L’impact de la Géométrie de 1637 fut énorme et le travail des historiens des mathématiques sur cet essai s’est poursuivi et donne toujours lieu à des commentaires dont plusieurs continuent d’en soulever des aspects originaux
. La place qu’il convient d’attribuer à la Géométrie dans l’ensemble de l’œuvre de Descartes est extrêmement complexe, puisqu’il faut la resituer par rapport au Discours de la méthode, dont elle est l’un des échantillons, mais aussi par rapport aux Regulae, par rapport au système métaphysique tel qu’il se met en place à partir de 1630 et encore par rapport à la correspondance dont elle est un des sujets les plus souvent traités. Il est donc indiscutable que, parmi les productions mathématiques cartésiennes, l’Essai de 1637 est de loin le plus important. Il serait cependant faux de croire que l’on aura saisi et compris l’activité mathématiques des Descartes par la seule prise en compte de ce texte et de ses retombées immédiates (j’entends ici les passages de la correspondance qui s’y rapportent directement ; ils sont nombreux et souvent très significatifs). Descartes a produit d’autres mathématiques, fort dispersées et sur lesquelles il s’est expliqué beaucoup plus sobrement que sur la Géométrie de 1637.

La littérature concernant les mathématiques de Descartes est assez nettement partagée en deux territoires qui ne communiquent pas forcément bien. Soit elles sont examinées par des philosophes ou historiens de la philosophie ; leur regard est le plus pertinent  et les questions qu’ils soulèvent les plus profondes tant il est vrai que Descartes est essentiellement un philosophe. Ainsi demandent-ils aux mathématiques cartésiennes des informations et des arguments sur les concepts d’ordre, de simplicité, d’analycité, de mathesis universalis, d’intuition, d’infini, de certitude, de méthode, de grandeur. L’inconvénient est qu’il arrive assez fréquemment qu’un déficit technique d’analyse des procédures mathématiques proprement dites émousse l’argumentation ou la rende moins assurée
. Ou alors les mathématiques cartésiennes sont étudiées –et ceci est pour partie légitime- comme un chapitre de l’histoire des mathématiques, par des mathématiciens ou des historiens des mathématiques. Ils en analysent les aspects les plus précis, les procédures les plus délicates, sans se soucier –souvent- du statut de ces éléments mathématiques dans le programme et le système philosophique cartésiens
. Il faudrait bien entendu prendre les avantages de ces deux voies et s’exempter de leurs défauts ; cette démarche a été entreprise et  la lecture philosophique des mathématiques cartésienne dispose d’une historiographie conséquente ; celle-ci n’est cependant pas si complète ou si actualisée qu’il serait souhaitable
.
L’objet du présent travail veut s’inscrire dans cette perspective ; il consiste à proposer une classification des diverses activités mathématiques de Descartes,  classification  utile dans la mesure où –selon moi- elles n’obéissent pas aux mêmes normes. Il m’apparaît possible de distinguer quatre genres de géométries cartésiennes. Une remarque de vocabulaire pourra être utile : j’emploierai généralement le terme de géométrie pour désigner les mathématiques cartésiennes, quelles qu’elles soient. Ceci ne saurait choquer les lecteurs avertis des usages cartésiens (et plus généralement de la majorité des mathématiciens du XVIIe siècle) qui autorisent un tel glissement. La Géométrie est tout autant un traité d’algèbre (pour certains commentateurs elle est d’abord cela).
Je ferai quelques mentions d’une thèse récemment soutenue dans laquelle il est aussi question de quatre géométries  de Descartes
. Sans vouloir critiquer ce travail –au demeurant tout à fait réussi- j’aurai l’occasion de montrer les acceptations toutes différentes que l’auteur de ce travail  et moi-même faisons de cette même expression. J’indique donc rapidement en quel sens S. Maronne parle de « 4 géométries cartésiennes » : La première, c’est le troisième essai de la méthode, publié en 1637.
La deuxième est constituée par les réponses cartésiennes aux sollicitations et critiques portant sur la Géométrie et la méthode, on les trouve dans la correspondance, essentiellement aux alentours de l’année 1638. La troisième est la première édition latine de 1649, préparée par van Schooten et vue et approuvée par Descartes. La quatrième est la seconde édition latine de 1659-1661, réalisée après la mort de Descartes ; elle aussi dirigée par Frans van Schooten. Maronne montre en détail les modifications qui existent de l’une à l’autre, que se soit du fait de Descartes lui-même ou des cartésiens (Debeaune, van Schooten) ou encore des post-cartésiens nourris de ses travaux (au nombre de ceux-ci on comptera Newton).

Trois thèmes ou problèmes sont examinés en détail par Maronne et il a raison car ils constituent des tests de l’évolution des méthodes de Descartes ou des cartésiens : il s’agit du problème de Pappus, de la méthode des normales ou des tangentes et du problema astronomicum. Il faut relever que les coniques jouent à chaque fois le premier rôle dans les résolutions et les controverses associées à ces problèmes. 

Le problème que je souhaite examiner est tout autre ; il s’agit davantage de comprendre pourquoi Descartes fait des mathématiques plutôt que d’analyser comment il les fait. Or la réponse à cette question est multiple avec, comme conséquence, une multiplicité des genres mathématiques cartésiens.

La première cause de l’activité mathématique cartésienne est bien connue. Descartes est mathématicien parce qu’il y a là un moyen d’élaboration de la méthode, de validation de sa doctrine des idées et finalement de sa philosophie de la connaissance
. 

La seconde cause est plus circonstancielle. Elle est à l’œuvre dans des situations où Descartes accompagne (et contribue à) certains développements spectaculaires et controversés de la géométrie contemporaine. Le savoir produit y est vrai et exact, mais sans méthode validée. On aura notamment reconnu ici les résultats obtenus par des méthodes d’indivisibles ou la solution de problèmes comme le fameux problème de Debeaune
.
La troisième cause est de grande importance dans le dispositif cartésien en général puisqu’il s’agit de participer concrètement au programme de mathématisation des phénomènes, ou de la nature, programme engagé avec lui et autour de lui
.

La quatrième cause de son activité mathématique vient du projet par lequel Descartes se propose de produire une justification rationnelle au mécanisme en philosophie naturelle.

L’analyse et la caractérisation de ces quatre géométries (Il m’arrivera dans ce texte de les désigner par G1, G2, G3 et G4) a été largement entamée dans les textes que je viens de mentionner. J’en rappelle les grandes lignes en priant le lecteur de m’excuser pour les quelques emprunts que j’y ferai. Je présenterai ensuite des remarques concernant les rapports et la circulation existant entre ces activités de nature distincte quoique toutes quatre dites géométriques.
J’observe que les « quatre Géométrie» parcourues dans la thèse de S.Maronne relèvent en principe toutes de celle que j’ai donnée comme « première ». Le fait est que Maronne, comme beaucoup d’historiens des mathématiques, ne s’occupe pas de caractérisations philosophiques des mathématiques cartésiennes. On verra cependant qu’il y a comme des « fuites » et que certaines procédures des Géométries décrites par Maronne relèvent de ce que je nomme la Géométrie moins certaine, à savoir le second genre.
La première mathématique : la Géométrie philosophique
Au risque de mentionner des choses bien connues, j’indique les caractéristiques principales de cette mathématique cartésienne que j’ai appelée « géométrie de l’intérieur ». Il s’agit pour l’essentiel de la Géométrie de 1637, accompagnée de ses textes préparatoires et des textes de commentaire et de controverse qui s’y rapportent. Les principes qui intègrent ces procédures mathématiques à l’ensemble du système cartésien –donc qui en font un essai de philosophie- peuvent être rassemblés sous quatre rubriques.
La première raison est la dépendance forte entre la doctrine de l’intuition et ces mathématiques. C’est à partir de clartés indubitables aperçues dans les mathématiques que se dessine le concept d’intuition et réciproquement, c’est l’application ou l’exploitation systématique de celle-ci qui permet de réorganiser cette géométrie. Les intuitions sur lesquelles repose cette science sont fournies par l'étendue. Les mathématiques intérieures ou philosophiquement bien fondées seront donc une science des étendues, une géométrie, et en cela, Descartes est l'héritier de la tradition géométrique des anciens. Comme le signale G.G. Granger, « pour faire valablement des mathématiques, il convient, d’une part, de ne retenir en l’objet que ce par quoi il est mesurable... »
. On sait que Descartes estime pouvoir rapporter ces étendues à des constructions de lignes. 
La seconde raison tient à la dépendance forte entre l’algèbre et la chaîne déductive cartésienne. A partir des évidences, la science en constitution doit déployer les successions ordonnées et finies de vérités. Descartes se convainc que les mathématiques contemporaines disposent du langage et des procédures permettant la formation des ces chaînes déductives: c'est l'algèbre, cette arithmétique générale que Descartes a su transformer (s’inscrivant de la sorte dans la suite des travaux de Viète) pour l’associer aux étendues géométriques. « Pour faire valablement des mathématiques, il convient, [d’autre part] - ajoute G.G. Granger - de garder l’ordre [...] et s’il est possible de garder l’ordre en géométrie, c’est justement pour autant que son domaine peut être exhaustivement recensé : telle est bien la condition fondamentale à laquelle répond la réduction algébrique cartésienne »
.

Les lettres sur lesquelles s’effectueront les calculs et les transformations ne désigneront pas des nombres, mais des longueurs de lignes. Le propre de ces grandeurs est d’être constructibles, donc sous la juridiction de la géométrie des courbes et des figures et d’être manipulables selon les règles de l’algèbre ‘spécieuse’. Voici en quoi l’algèbre, chez Descartes, ne tend pas et ne doit pas devenir une discipline autonome et aussi pourquoi la géométrie des courbes et des figures est sous le contrôle du calcul algébrique. C’est parce qu’elles sont exprimables dans des rapports algébriquement réglés que les lignes sont reçues dans la géométrie. 
La troisième raison garantissant la conformité de La Géométrie avec la philosophie de la connaissance cartésienne en général est le rôle joué par la théorie des proportions dans la nouvelle algèbre géométrique
. La mise en équation cartésienne est une expression nouvelle et supérieure de la théorie des proportions. L'algèbre de Descartes n'a aucune autonomie par rapport à la géométrie des lignes, des courbes et des figures (il y aurait perte ontologique) ; elle n’en a pas davantage par rapport à la théorie des proportions qui en est le cœur. Les règles de transformation, de simplification, les opérations autorisées ressortent de cette théorie euclidienne
. « [Les diverses sciences dites mathématiques] ne laissent pas de s'accorder toutes, en ce qu'elles n'y considèrent autre chose que les divers rapports ou proportions qui s'y trouvent »
.
La quatrième raison tient au fait que Descartes entend produire une mathématique intérieure ou philosophique à l’abri de toute contestation (hormis celle qui serait inspirée par la mauvaise foi ou l’incompétence). On voit bien, par une sorte de contraste, que lorsqu’il s’éloigne de cette mathématique philosophique, il évoque les possibilités de controverses, de doute légitime (j’y reviendrai). René Thom disait que « la science vise à constituer un savoir sur lequel le temps n’a plus de prise »
. C’est certainement là une option qui convient excellemment à la science que prétend bâtir Descartes, et particulièrement au savoir mathématique qui doit être à l’abri des épreuves du temps, aussi sûrement que la méthode elle-même. Le problème de Pappus est, à cet égard, exemplaire ; exemplaire d’un inachèvement séculaire, le hasard de la découverte, ou plus précisément, l’absence de méthode, n’ayant permis, ni à Euclide, ni à Apollonius, ni à Pappus, ni aux modernes d’en fournir une solution générale, solution à laquelle parvient Descartes. 

On retiendra donc que ce qui doit être conservé
 dans les travaux de Descartes - mathématicien ne doit pas être jugé selon sa situation historique, selon son éventuelle nouveauté ou son caractère fondateur de telle ou telle branche des mathématiques à venir, ou même sa performance. Ce qui doit être conservé, c’est ce qui manifeste la méthode, qui est strictement conforme à la conduite certaine de sa raison. Ce ne sont pas des résultats, ce sont des manières de faire. Descartes ne cherche pas à inscrire ses thèses géométriques dans une histoire mais dans une philosophie systématique. 
Les problèmes philosophiques posés par cette géométrie sont nombreux mais bien connus et beaucoup travaillés ;  ils recoupent les problèmes posés par la méthode en général chez Descartes : Que vaut son ordre qui se prétend systématique ? Quelle est la place de l’imagination dans cette science et donc quel est son rapport avec la mathesis universalis? Les intuitions dispensent-elles vraiment d’une axiomatique ? La méthode unifie-t-elle l’analyse et la synthèse ? Etc. Les problèmes proprement mathématiques sont eux aussi considérables et continuent d’être utilement analysés.
La deuxième mathématique : G2 ou La géométrie moins certaine
On rencontre Descartes géomètre hors de ce territoire philosophiquement assuré. Une caractéristique de cette activité est la présence de procédures infinitésimales. Les deux cas les plus nets sont celui de la quadrature de la cycloïde et la résolution du problème de Debeaune (on pourrait y ajouter d’autres textes comme ceux où Descartes s’occupe des centres instantanés de rotation). On y voit Descartes accompagner certains développements spectaculaires de la géométrie contemporaine qui produit du savoir vrai et exact, mais sans garantie méthodologique.
Les deux exemples mentionnés indiquent qu'il convient d'écarter de la science -modèle et creuset de la méthode- des résultats et des techniques qui nous viendraient de spéculations impliquant des opérations infinies ou portant sur des quantités infinitésimales ou nécessitant des conclusions valables à la limite; toute chose que nous ne saurions comprendre et qui échapperait à une suite, éventuellement complexe, de simples mises en rapports exacts de grandeurs parfaitement déterminées. 
De multiples prises de position cartésiennes
 insistent sur l'impossibilité qu'il y a pour nous de comprendre l'infini, même si nous pouvons le concevoir. Les arguments généraux sont souvent repris visant spécifiquement les mathématiques.
Je retrace brièvement le traitement cartésien de la cycloïde, qui constitue, selon moi, un bon prototype de cette seconde géométrie. Le 28 Avril 1638, Mersenne transmet à Descartes un calcul d'aire de demi-cycloïde réalisé par Roberval. Le 27 mai, Descartes répond.

[…] J’avoue que je n'ai ci-devant jamais pensé [à cette question], & que la remarque [de Roberval] en est assez belle; mais je ne vois pas qu'il y ait de quoi faire tant de bruit d'avoir trouvé une chose qui est si facile que quiconque sait tant soit peu de géométrie ne peut manquer de la trouver pourvu qu'il la cherche.
 

Descartes donne une démonstration par exhaustion, sans réduction par l’absurde, puis dans un second temps, une démonstration par indivisibles dans un style que l’on doit reconnaître comme bien proche de celui de Cavalieri. Pour la démonstration par exhaustion, Descartes donne un premier résultat concernant quatre triangles inscrits dans la cycloïde et poursuit en ces termes :
& ainsi à l'infini. D'où il paraît que l'aire des deux segments de la courbe qui ont pour bases les lignes droites AD & DC, est égale à celle du cercle
.
Non seulement l'itération n'est pas prouvée, mais encore, le serait-elle qu'il y aurait là une contravention aux exigences traditionnelles de l'exhaustion archimédienne qui réclame une suite au raisonnement, à savoir la classique réduction à l'absurde qui, seule, apporte la preuve synthétique du résultat proposé par l'analyse. Nous voici dans une géométrie ‘à la limite’ qui accepte qu'une courbe soit identifiable à un polygone d'une infinité de côtés. Le 27 juillet, Descartes propose une autre démonstration, fondée sur un principe d’indivisibles en lignes très élégant et précis. Au moment de conclure, il ajoute « Mais pource que c'est un théorème qui ne sera peut-être pas avoué de tous, je poursuis en cette sorte ». Suit alors une nouvelle démonstration par triangles inscrits. Il la justifie

Car, toutes les parties d'une quantité étant égales à toutes celles d'une autre, le tout est évidemment égal au tout, et c'est une notion si évidente que je crois qu'il n'y a que ceux qui sont en possession de nommer toutes choses par des noms contraires aux vraies, qui soient capables de la nier, et de dire que cela ne se conclut qu'à peu près.( A.T.II, p. 262) 

Il est bien clair qu'il a ici utilisé des méthodes infinitésimales, notamment en ceci qu'il a «sommé» une infinité de lignes pour «faire» ou mesurer une aire et ses précautions concernant la correspondance des lignes «une à une» prouvent que Descartes est parfaitement averti des difficultés liées à « la puissance du continu». Cette manière cartésienne de faire de la géométrie a suscité l'étonnement des commentateurs; ainsi écrit Paul Tannery : 
« Descartes possédait, lui aussi, et probablement depuis assez longtemps, un procédé que nous ne connaissons pas (car il ne l'a jamais communiqué) mais qui devait être plus ou moins analogue à la méthode des indivisibles de Cavalieri. L'excellence du procédé éclate dans la rapidité avec laquelle il répond de la sorte à la provocation de Fermat » (A.T. II, p. 252-3) 
et le commentaire de Léon Brunschvicg me semble juste quand il écrit que 
« Descartes disposait de méthodes équivalentes à celles de Cavalieri ou Roberval. Il s'abstenait pourtant d'en rien faire connaître, faute peut-être d'en pouvoir donner une justification suffisamment rationnelle à son grès, abandonnant à ses émules l'honneur de l'invention ».
 
En effet, la méthode légitime de la géométrie n'enseigne pas l'usage des indivisibles. Une découverte si performante, ne serait pas restée cachée si elle avait contribué à étendre le domaine des mathématiques philosophiques. Tel n'est pas le cas et, en quarrant la cycloïde, Descartes sait qu'il pratique une science différente, dont il ne peut justifier les principes
. Trois mois plus tard, il propose une construction de la tangente à la cycloïde, fondée sur la considération du cercle comme limite d’un polygone dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, méthode connue comme celle des centres instantanés de rotation
: « Or, le même arrive à un polygone de cent mil milions de costez, & par consequent aussy au cercle ». 

Quelques mots  de présentation seront sans doute utiles pour situer le problème de Debeaune dans ma classification. Descartes le présente ainsi : « Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à l’ordonnée comme une ligne constante est à l’ordonnée diminuée de celle d’une ligne droite inclinée d’un demi-angle droit sur l’axe des x ».
 Au cours de la célèbre démonstration que réalise Descartes, les ordonnées de la courbe de Debeaune sont enserrées entre des séries adjacentes
.

De façon que, divisant AB en plus de parties, on peut approcher de plus en plus à l'infini de la juste longueur des lignes A et A et semblables et, par ce moyen construire mécaniquement la ligne proposée. (AT.II, p. 516)
Ayant ramené cette construction ‘mécanique’ à l'intersection de deux lignes droites, il poursuit: 

L'intersection de ces deux lignes droites décrira exactement la courbe AVX qui aura les propriétés demandées. Mais je crois que ces deux mouvements sont tellement incommensurables, qu'ils ne peuvent être réglés exactement l'un sur l'autre; et ainsi que cette ligne est du nombre de celles que j'ai rejettées de ma Géométrie, comme n'étant que mécaniques; ce qui est cause que je ne m'étonne plus de ce que je ne l'avais pu trouver de l'autre biais que j'avais pris, car il ne s'étend qu'aux lignes Géométriques. (A.T.II, 516-517)

Les objets et procédures nécessaires au traitement de ce problème (au nombre desquels Descartes a clairement identifié les logarithmes) sont exclus de la géométrie ; de G1 dirais-je. Il n’est certainement pas faux de souligner, comme l’ont fait des historiens des mathématiques, combien Descartes a approché, ou préparé, ou inauguré les méthodes différentielles. C’est insuffisant pour caractériser ses activités mathématiques et Yvon Belaval l'a vu lorsqu'il écrit, à propos du problème de Debeaune :

Personne ne contestera que Descartes n'invente là une technique pour résoudre une équation différentielle. Mais, ce qui est conforme à son génie inventif se révèle aussitôt contraire à son génie philosophique: sa philosophie fait obstacle à la considération de l'infinitésimal
.

Cette seconde géométrie pose des problèmes philosophiques: quel est le statut des connaissances ainsi produites? Y aurait-il, comme c’est le cas en physique, une géométrie qui n’atteint qu’une certitude morale alors que G1 relèverait de la certitude métaphysique, plus que morale ? Est-ce que les savoirs de G2 relèvent des idées claires et confuses quand ceux de G1 ressortent tous aux idées claires et distinctes ? 
La troisième mathématique : G3 ou La géométrie des quaestionum
La troisième façon de faire de la géométrie correspond à la participation de Descartes au mouvement de mathématisation des phénomènes engagé au XVIIe siècle. Les quatre principales situations de ce genre que l’on rencontre chez le philosophe sont celle de la chute des graves, celle des machines simples, celle des chocs et celle de la démonstration de la loi de la réfraction
.

Le passage de la Dioptrique où Descartes démontre la loi des sinus présente des caractéristiques nettes, à savoir un outillage mathématique très simple (des rapports de côtés de triangles rectangles et des mouvements uniformes) associés à des principes physiques concernant la lumière et la détermination au mouvement. Depuis l’antiquité, l’optique offre un statut particulier au regard de l’abstraction puisque le rayon de lumière se présente comme un objet physique certes, mais doté des attributs d’un objet géométrique. Il n’y a donc rien de matériel à lui ôter pour  le traiter comme une ligne droite. Par ailleurs, les passages des Essais ou de la Géométrie qui concernent l’optique posent un problème sérieux à mon schéma de classification puisqu’ils relèvent de mathématiques  cartésiennes de haut niveau et très conformes aux réquisits de G1. Il faut donc incorporer une bonne partie de l’optique à G1 mais en conserver une autre en G3.
Dans le texte Explication des engins de 1637
, les mathématiques sont employées au service d’un principe général de mécanique qui fait apparaître le concept de travail : sont ainsi quantifiés les fonctionnements du plan incliné, de la vis, de la poulie etc. On notera là encore que la géométrie mobilisée est très élémentaire et consiste en quelques rapports dans les triangles et en proportions simples.  Descartes accepte de ne pas tenir compte des frottements ou d’autres conditions particulières. Les règles du choc, ébauchées dans le Monde et développées dans les Principia, présentent elles aussi un bas niveau de mathématisation, une faible adéquation aux chocs réels et même des contradictions et des ruptures de continuité. Néanmoins, leur importance est considérable en raison de ce dont elles sont pourvoyeuses, à savoir le principe d’inertie et la conservation de la quantité de mouvement. On peut y reconnaître une géométrie physique implicite plutôt qu’explicite.
Pour ce qui est de la chute des graves, l’affaire est bien plus complexe
 car les mathématiques employées sont cachées dans les textes qui me semblent les plus importants. Dans la plupart des situations elles relèvent de suites récurrentes linéaires. Je mentionne quelques caractéristiques de ces pratiques mathématiques.
Descartes a longtemps cherché une relation entre la vitesse acquise lors de la chute d’un corps grave et l’espace parcouru ; en général, il raisonne par « impulsions » successives de la matière subtile et donne des causes d’accélération ou de freinage qui agissent, soit en raison arithmétique, soit géométrique. Sa mathématisation de la question consiste à combiner entre elles des progressions de ce type. En régime proprement cartésien (avec tentative d’intégrer la résistance du milieu et la variation de gravité), ces tentatives  aboutissent à un échec puisque nulle « loi du mouvement » ne s’en dégage et ceci explique sans doute leur caractère caché. 
Lorsqu’au début des années 1640, il doit prendre en compte les résultats galiléens (sans reconnaître la moindre dette envers l’italien) Descartes utilise une géométrie par indivisibles proche de celle de Galilée et réussit parfaitement la démonstration qui aboutit à la loi en carré des temps et aux trajectoires paraboliques. Le caractère trop simple, trop abstrait, du cas traité (le jet d’eau avec négligence des résistances) explique la place très modeste que Descartes fait à cette étude pourtant remarquable. Il ne mentionne ces résultats de mécanique ni dans le Traité du Monde, ni dans les Principia, ni dans les Essais.
On ne peut ignorer que les phénomènes ainsi mathématisés sont très particuliers. Il s’agit, soit d’optique qui offre une abstraction naturelle, soit de situations « mécaniques » dans lesquelles l’abstraction ne livre que des cas très élémentaires et qui ne correspondent pas à une vaste classe de phénomènes du monde réel. C’est sur ce point de grande importance que Descartes se sépare le plus de Galilée auquel il reproche, outre de ne pas donner les causes, de produire une mathématisation si sommaire qu’elle n’atteint pas le réel
.

Les caractéristiques de cette troisième géométrie seraient donc une mathématique élémentaire, la mise en figure ou en équation d’une ou de plusieurs grandeurs physiques abstraites (que ce soit artificiellement ou naturellement) aboutissant à des résultats insuffisants (que se soit en précision ou par l’étendue des cas qu’ils expriment) pour valider la naissance d’une physique-mathématique et donc insuffisants pour trouver place dans les traités généraux cartésiens. 
Les problèmes philosophiques difficiles que pose cette 3e géométrie concernent la légitimité de l’abstraction et la nature des « phénomènes » décrits par d’aussi élémentaires mathématiques : pour Descartes, la loi galiléenne de la chute en carré des temps ne dévoile pas un « phénomène général de la chute des graves ». En principe, les relations mathématiques et les figures géométriques ne révèlent pas, ne livrent pas « autre chose » (de plus vrai, de plus opératoire, de plus idéal, de plus formel…), quelque chose qui serait caché derrière les particularités et les singularités des situations matérielles. Il n’y a donc pas, en principe de langage géométrique général qui exprimerait les lois de la nature. Il n’empêche, certaines questions se laissent mettre en équations ou en figure. Cette physique mathématique cartésienne semble coincée entre deux sens de la géométrie cartésienne : d’un côté les choses physiques étant intelligibles par l’étendue sont spontanément géométriques et de l’autre les effets sont trop diversifiés pour supporter une modélisation, une idéalisation qui ne ferait que les perdre de vue.
La quatrième mathématique : G4 ou La géométrie spontanée des phénomènes.
Le 27 juillet 1638, Descartes écrit à Mersenne 
Mr Desargues m'oblige du soin qu'il lui plaît avoir de moi, en ce qu'il témoigne être marri de ce que je ne veux plus étudier en géométrie. Mais je n'ai résolu de quitter que la géométrie abstraite, c'est-à-dire la recherche des questions qui ne servent qu'à exercer l'esprit; et ce afin d'avoir d'autant plus de loisir de cultiver une autre sorte de géométrie, qui se propose pour questions l'explication des phénomènes de la nature. Car s'il lui plaît de considérer ce que j'ai écrit du sel, de la neige, de l'arc-en-ciel &c., il connaîtra bien que toute ma physique n'est autre chose que géométrie
. 

La « vraie » géométrie, si éminente soit-elle, est reconnue insuffisante à l'explication des phénomènes et, pour signaler qu'il est passé à autre chose de plus général, Descartes renvoie Desargues aux Essais, plus précisément aux Météores. Doit-on comprendre qu'il y a, en quelque manière, produit de véritables échantillons d’une Physique mathématique ? Le sel est traité au Discours III, la neige au Discours VI et l’arc-en-ciel au Discours VIII. Le  «&c.» est vague.
En réalité, il réserve une surprise à qui veut suivre son conseil en examinant les ‘échantillons’ mentionnés pour découvrir cette autre géométrie, adéquate aux phénomènes. Voici par exemple ce qu’il y rencontrera. (Je ne cite ici que le Discours du sel dans Les météores mais j’aurais tout aussi bien pu choisir la neige ou quelque autre exemple.) 
Je veux tâcher ici de vous montrer que cela seul est suffisant pour leur donner toutes les qualités qu’a le sel. Premièrement, ce n’est pas merveille qu’elles (les particules d’eau salée) aient un goût piquant et pénétrant  qui diffère beaucoup de l’eau douce : car [...]elles doivent toujours entrer de pointe dans les pores de la langue & par ce moyen, y pénétrer assez avant pour la piquer ; au lieu que celles qui composent l’eau douce, à cause de la facilité qu’elles ont à se plier, n’en peuvent quasi point du tout  être goûtées. Et les parties du sel, ayant pénétré de pointe en même façon dans les pores des chairs qu’on veut conserver (la salaison) , non seulement, en ôtent l’humidité, mais aussi, sont comme autant de petits bâtons plantés ça et là entre leurs parties, où, demeurant fermes & sans se plier, elles les soutiennent, &  empêchent que les autres plus pliantes, qui sont parmi, ne les désarrangent en les agitant [...] Ces parties plus massues demeurent mélées avec les autres  [...] et la raison en est qu’elles sont également grosses par les deux bouts, et toutes droites  [...] elles donnent le moyen à  celles de l’eau douce  [...] de se rouler & s’entortiller autour d’elles, s’y arrangeant et s’y disposant en certain ordre  [...] D’où vient que le sel se fond aisément en l’eau douce... (ATVI, 250-252). 

S’explique aussi la réfrangibilité supérieure de l’eau salée, sa température inférieure de gel, son évaporation plus difficile dont la cause est, non seulement qu’étant longues et droites, elles ne peuvent être guère longtemps suspendues en l’air  [...] il leur est bien plus aisé à diviser l’air, étant en cette situation, qu’en aucune autre. (Id. 254). On en déduit aussi pourquoi l’eau salée éteint moins bien le feu. La géométrie du sel va maintenant expliquer comment s’en peut faire la récolte, en petits grains, qui ont une figure carrée, presque semblable à celle d’un diamant taillé en table excepté que la plus large de leurs faces est un peu creusée.(id. 256). Les superficies se polissent, puis les parties  s’arrangeant ainsi plusieurs centaines toutes ensemble, elles forment premièrement une petite table , puis en un luxe de détails, on voit se former des tables, en couches superposées, puis d’autres etc. jusqu’au grain de sel entier, avec des dessins  représentant les arrangements. De la sorte s’explique l’odeur de violette très agréable du sel blanc etc.
On peut en suite connaître quelle est la nature de cette eau extrêmement aigre et forte, qui peut soudre l’or, et que les alchimistes nomment l’esprit ou l’huile de sel ; car d’autant qu’elle ne se tire que par la violence d’un fort grand feu  [...]il est évident que ses parties sont les mêmes qui ont auparavant composé le sel  [...] de raides & inflexibles qu’elles étaient, elles sont devenues faciles à plier & par le même moyen, de rondes en forme de cylindre, elles sont devenues plates et tranchantes ainsi que des feuilles de flambe (l’iris) ou de glayeul car sans quoi elles n’auraient pas pu se plier. Et ensuite il est aisé de juger la cause du goût qu’elles ont, fort différent de celui du sel ; car en se couchant sur la langue, & leur tranchant s’appuyant contre les extrémités des nerfs, et coulant dessus et les coupant, elles doivent bien  [...]causer un autre goût, à savoir celui qu’on nomme le goût aigre... (id. 264)

Enfin, toutes ces choses sont trop variables & incertaines pour être assurément prévues par les hommes (Id. 311).
L'étonnement du lecteur (Desargues par exemple) ne peut manquer d'être formidable pour deux raisons: la première, il n'y a véritablement pas trace de la moindre géométrie depuis le Discours premier jusqu’au Discours VII inclus, rien en tout cas qui puisse être nommé tel par aucun contemporain, ni par nous bien entendu ; la seconde est la changement complet opéré à partir du Discours VIII où il s’agit d’optique géométrique appliquée, somme toute très classique (comme genre en tous les cas, sans préjuger des nouveautés cartésiennes en la matière). Bref, soit il n’y a pas de géométrie soit il n’y a  pas une « autre sorte de géométrie ». Pourtant, Descartes a bel et bien nommé Géométrie cette sorte de spéculation, dès lors qu'elle s'appuierait sur la forme, le mouvement et les chocs des corps élémentaires. Ceci revient à rappeler qu’à partir de la réduction essentielle des corps à l’étendue, la physique est en droit (en puissance) géométrique. Elle se justifierait de la sorte :
La connaissance des corps extérieurs et des phénomènes particuliers du monde visible relèvent de la considération des formes et mouvements. En rendant compte de ces phénomènes particuliers par des effets de leurs formes et de leur mouvement, nous produisons la science la plus adéquate à leur nature. Or, raisonner en forme et mouvement, c’est raisonner géométriquement. Les objets selon lesquels se déploie le monde visible sont des triangles, des cercles, des bâtons, des cylindres, des étoiles, des cônes et leurs rencontres mutuelles. Que les effets soient déduits d’hypothèses concernant figure et mouvement et qu’ils soient eux-mêmes descriptibles selon ces mêmes modes générerait ainsi une géométrie, la géométrie des phénomènes, qui serait comme une « quatrième géométrie » cartésienne: autre que la géométrie philosophique, autre que la géométrie incertaine ou que la mise en équation cachée des mouvements.

C’est bien trop vague pour constituer un argument satisfaisant à offrir à un Desargues (ou Fermat, ou Roberval, ou Huygens). Cette situation amène Gilson à juger que « [si] les Météores sont entièrement Géométriques [...] ils ne sont cependant pas ou presque pas mathématiques »
. Il faudrait donc admettre que la géométrie appliquée ou adéquate à la physique n’est plus mathématique. Voici qui est invraisemblable si les mots gardent leur sens. Comment soutenir que Descartes nous pousse à rejeter la géométrie (ou une partie d’elle) hors les mathématiques ? D’un autre côté, comment suivre Descartes et accepter que cette quatrième géométrie (que l’on ne sait comment désigner, géométrie spontanée ? ou naturelle?) soit finalement la seule possible en ce qui concerne les phénomènes? Cette géométrie jetée à la face de Desargues serait donc une négation (ou plutôt une renonciation) cartésienne du pouvoir de la géométrie (en tout cas de son pouvoir d’application). C’est au fond la thèse dominante de l’historiographie quand elle soutient qu’il a rupture de programme et abandon du vaste projet d’une physique mathématique. Descartes semble se moquer quand il associe la précision, à la fois théorique et empirique du Discours VIII aux hypothèses qualitatives des Discours précédents.
Cette quatrième géométrie pose des problèmes dont j’indique les caractéristiques principales. Primo, la doctrine de la perception semble prise en défaut dans cette géométrie qui s’oppose à ce que rappelait J.L. Marion. « La perception n’expose l’esprit à aucun danger d’erreur, pourvu du moins que l’esprit ne juge pas que ce qui lui apparaît des choses en porte la ressemblance ni que la sensation lui en offre à connaître les verae figurae»
. Voici une thèse essentielle de la science cartésienne, élaborée depuis les Regulae. La réduction des dimensions, les analogies suffisantes imposent une distance, une dissemblance radicale entre ce que l’esprit perçoit et la chose même. La Dioptrique en offre le plus fameux exemple puisqu’elle s’ouvre sur les analogies qui mettent à distance nos perceptions visuelles et la nature de la chose, de la lumière. 

Il apparaît, au contraire, dans les textes des Météores que les perceptions (visuelles, olfactives, relatives au goût) sont les manifestations immédiates et mécaniques des choses elles-mêmes. Voici donc qui les fait connaître et empêche de les penser (puisque, comme le dit J.L. Marion : ce qui est connu n’est plus ou pas à penser). C’est la « dissemblance de la sensation qui la rendrait bien plutôt pensable » (id. 233). Où alors, on peut retenir une étape supplémentaire suggérée par Descartes entre la chose elle-même et l’idée que nous en devons avoir « Entre ces figures, ce ne sont pas celles qui s’impriment dans les organes des sens extérieurs, ou dans la superficie intérieure du cerveau, mais seulement celles qui se tracent dans les esprits sur la superficie de la glande [...] qui doivent être prises pour les idées »
. La perception (déjà figurée) doit être (dé) figurée ou reconfigurée  (entre l’organe sensible et la glande) pour produire une idée qui sera ‘traitée intelligiblement’. C’est au fond cette seconde étape qui autorise une intelligibilité mathématique et géométrique au sens élevé où nous l’attendons chez Descartes ; c’est cette seconde étape qui semble absente de ces textes soit disant géométriques. Aucune des caractéristiques de cette rationalisation n’y sont présentes : l’analogie, la réduction des dimensions, la mise en relation etc.
Secundo, le programme qu’elle ouvre aux physiciens paraît fort réduit. Descartes peut-il ignorer que les mathématiciens et les philosophes de la nature ne sauront se contenter de sa déclaration ? Le jugement de Roberval d'avril 1638, vaut d'être cité:

Nous avons lu assez attentivement le livre de Monsieur Descartes, qui contient quatre traités, desquels le premier se peut attribuer à la logique, le second est mêlé de physique et de géométrie, le troisième est presque purement physique et la quatrième est purement géométrique. Dans les trois premiers, il déduit assez clairement ses opinions particulières, sur le sujet de chacun; si elles sont vraies ou non, celui-là le sait qui sait tout. Quant à nous, nous n'avons aucunes démonstrations ni pour ni contre, ni peut-être l'auteur même, lequel se trouverait bien empêché, à ce que nous croyons, s'il lui fallait démontrer ce qu'il met en avant… (A.T. II,p.113).  

Les Météores, ce traité presque purement physique, n’est pas reçu comme démonstratif et donc - sauf sans doute pour l’arc en ciel - n’est pas reconnu comme œuvre géométrique. En 1693, Huygens écrit : 
« Mr Descartes avait trouvé la manière de faire prendre ses conjectures et fictions pour des vérités  [...] La nouveauté des figures de ses petites particules et des tourbillons y font un grand agrément. Il me sembla, lorsque je lus ce livre des Principes pour la première fois que tout allait le mieux du monde [...] Mais je suis fort revenu  [...] et à l’heure qu’il est je ne trouve presque rien que je puisse approuver comme vrai dans toute sa physique, ni métaphysique, ni météores
.
Ici encore, les Météores ne sont pas reçus comme un traité de géométrie. Je reviendrai, en conclusion sur le sort de ce programme ; pour l’instant, restons-en à Descartes.
Les « passages » d’une mathématique à une autre

On le sait, les frontières entre ces quatre genres géométriques différents ne résisteront pas au développement de la science classique. Cette classification des activités mathématiques cartésiennes repose, il est vrai, sur des distinctions très instables. Je voudrais repérer quelques uns des éléments déstabilisateurs. On verra que certains sont dus à Descartes lui-même et d’autres à ses élèves, ses contradicteurs ou ses successeurs.
On repère des tentations de Descartes lui-même à franchir la frontière entre la géométrie n°1 et la géométrie n° 2. Ces transgressions sont manifestes dans les éditions de la Géométrie, faite par ses disciples et dont certaines semblent bénéficier, sinon de la bénédiction, du moins de la neutralité cartésienne.
Après s'être moqué de ceux (Roberval) qui estiment glorieux d'avoir résolu un problème aussi facile que celui de la cycloïde, Descartes indique à Mersenne: « Ce que j'ai mis ici fort au long afin de pouvoir être entendu par ceux qui ne se servent pas de l'analyse, peut être trouvé en trois coups de plume par le calcul. 
». Une telle affirmation équivaut à suggérer que la quadrature de la cycloïde pourrait relever du calcul, de l’algèbre,  de la géométrie bien fondée, de la géométrie de l’intérieur. Bien entendu, il n’en est rien mais cette suggestion est un indice fort qui montre que les frontières strictes qu’il avait lui-même imposées à cette science lui apparurent en certaines occasions trop étroites, étouffantes. Si besoin était, nous en aurions confirmation avec l’annonce d’une autre démonstration « plus belle a [son] gré & plus Géométrique, mais [qu’il omet] pour épargner la peine de l’écrire, à cause qu’elle serait un peu longue »
. Sa démonstration « plus géométrique » ne viendra jamais, et pour une raison qu’il connaît mieux que quiconque puisqu’à la fin de cette même lettre il rappelle à Mersenne qu‘ 
« il faut aussi remarquer que les courbes décrites par des roulettes sont entièrement mécaniques, et du nombre de celles que j’ai rejetées de ma Géométrie ; c’est pourquoi ce n’est pas merveille que leurs tangentes ne se trouvent point par les règles que j’y ai mises (dans ma Géométrie) »
.
La cycloïde offre un autre indice de ces communications d’une géométrie à une autre, fourni par la note O du livre II de la seconde édition de la Géométrie, faite en 1649 par Van Schooten. Elle est consacrée à cette courbe (détermination des tangentes et du point d’inflexion), or Descartes a révisé cette édition. Il laisse donc s’établir une transgression de la  géométrie 1 vers la géométrie 2.
Ce n’est pas la seule fois que Descartes associe  sans justification satisfaisante une courbe mécanique à des géométriques. Il critique Galilée en employant des arguments communs à propos d’une chaînette et d’une parabole et, de ce fait, se fourvoie
.     
Il existe beaucoup de moyens –affirme Salviati/Galilée- pour tracer de telles lignes (paraboles), mais je vous en citerai deux qui sont les plus rapides de  tous. [le premier] je prends une boule de bronze parfaitement ronde[…] et je la lance sur un miroir de métal, tenu un peu incliné, de telle façon que la boule […] laisse alors la trace d’une ligne parabolique très précise et très nette […]Quant à l’autre moyen […] On plante deux clou, également distants de l’horizon […] à ces deux clous, on suspend une fine chaînette […] Cette chaînette, en se pliant, prend la forme d’une parabole
. 

Ce passage  appelle le commentaire suivant de Descartes :

Ses deux façons pour décrire la parabole sont du tout mécaniques & en bonne géométrie, sont fausses […] 

Lors de la résolution du problème de Debeaune, Descartes  ébauche une justification de la manière qui va présider à sa démonstration.
« Il y a bien une autre façon qui est plus générale, & a priori, à savoir par l'intersection de deux tangentes, laquelle se doit toujours faire entre les deux points où elles touchent la courbe, tant proches qu'on les puisse imaginer. Car en considérant quelle doit être cette courbe, afin que cette intersection se fasse toujours entre ces deux points, & non au deça ni au delà, on en peut trouver la construction; mais il y a tant de divers chemins à tenir, & je les ai si peu pratiqués, que je ne saurais encore faire un bon conte. Toutefois vous verrez ici en quelle façon je m'en suis servi pour vos trois lignes courbes. » (id. p. 514)
Quel est le statut de ces chemins? Parcourent-ils l'intérieur de la géométrie bien fondée ou mènent-ils à l'extérieur? Bien entendu, la seconde suggestion est la bonne et la porte semble entre ouverte à une extension des frontières de la géométrie, mais finalement Descartes referme cette porte: « Je ne crois pas qu'il soit possible de trouver généralement la converse de ma règle pour les tangentes. » et on a sait qu’il rejette la solution « hors de sa géométrie ».

La thèse de S. Maronne que j’ai mentionnée au début de cet article,  montre à quel point les méthodes de Descartes et de Fermat sur le calcul des normales et celui des tangentes étaient proches : la frontière serait entre « privilégier la recherche des normales » (ce que ferait Descartes) ou « privilégier la recherche des tangentes » (caractéristique de Fermat). Ces deux approches ont généralement été tenues pour équivalentes. Or, il est très remarquable de voir comment la seconde voie prépare la découverte du rapport constant des variations d’ordonnées et des variations d’abscisses, donc le calcul différentiel.  Il y a là un point de contact objectif entre la Géométrie 1 et la Géométrie 2.
Dans l’édition de 59-61 de la Géométrie, pour étudier les tangentes de la conchoïde, Schooten propose la méthode de Descartes et aussi celle de Fermat. Un des barrages principaux entre G1 et G2 est franchi par un des plus fidèles géomètres cartésiens.

Je signale que presque toute la controverse est menée à partir des recherches de normales ou de tangentes à des coniques qui –nous le savons- sont possibles (même si difficiles) à traiter par la méthode de Descartes.
L’autonomisation de l’algèbre est une autre des voies de communication entre G1 et G2. On aura compris que «voies de communication signifie inévitablement voie d’eau et engloutissement. A partir du moment où elles communiquent, ces régions de l’activité mathématiques cartésienne cessent d’exister, en tant que telles. J’ai insisté sur l’impossible autonomie de l’algèbre par rapport à la géométrie, comme un des plus incontournables fondements de la géométrie n°1 de Descartes. Là encore, la thèse de S. Maronne montre comment cette tendance à l’autonomie de l’algèbre devient forte, y compris chez des élèves proches, Hudde, van Schooten, Debeaune.  Les objets algébriques ont une dynamique propre à l’existence, indépendamment des critères de constructibilité. Les débats concernant la classification des courbes en apporteront la preuve. Dans l’édition de 59-61 de la Géométrie, on trouve deux essais de Johann Hudde : sur la réduction des équations et une méthode des maxima et minima (p.37). Ils ont été examinés par M. Panza et aussi par S. Maronne qui note qu’  « une caractéristique de ces essais est la grande indépendance des équations algébriques par rapport aux situations géométriques ou arithmétiques (p.37). »  Il est notable que l’adéquation entre les lieux géométriques et les expressions algébriques est un critère qui est affaibli chez Fermat par rapport à son rôle essentiel chez Descartes. En ce sens, Fermat est un de ceux qui poussent l’algèbre à l’indépendance
. Maronne suggère que l’on passe d’une méthode géométrico-normale (cartésienne) jusqu’à une méthode algébrico-tangente (comment faut-il la nommer ? néo-cartésienne). (p.371). Si les termes sont bien choisis (et j’ai tendance à penser que tel est le cas), ils soulignent cette bifurcation. 

Le juge paix qui tranche les conflits territoriaux entre G1 et G2 ne tarde pas à se mettre au service de la collaboration entre ces deux régions. L’obstacle philosophique que constitue l’interdit concernant l’usage des procédures infinitésimales, est rapidement transgressé par les mathématiciens lecteurs de Descartes (Rabuel, Wallis etc. puis Newton) et sera philosophiquement justifié par Leibniz. Cette transgression réduit à néant la distinction entre les G1 et G2. En effet, dès lors que les algorithmes différentiels et intégraux sont admis dans la géométrie, la frontière entre les courbes algébriques et les transcendantes s’effondre : les primitives de la fonction 1/x (hyperbole donc algébrique) sont des logarithmes (transcendantes). On observera encore le rôle central joué par cette conique dans la ruine des frontières mathématiques cartésiennes.

Tout ceci est bien connu et je n’en dis rien de plus. Cette transgression de G1 à G2 au moyen de la géométrie infinitésimale va aussi –comme par un « effet domino »- permettre de ruiner la distinction que j’ai signalée avec la « géométrie des quaestionum». C’est bel et bien du même coup qu’est ouverte la porte à une intense mathématisation des phénomènes. Au regard des résultats du calcul infinitésimal en mécanique, en optique, hydraulique etc.,  les réussites galiléennes et cartésiennes dans ces champs paraissent très balbutiantes. On assiste, en contexte cartésien, au télescopage des subtiles distinctions rationnelles de Descartes entre ses diverses G, en tout cas entre les trois premières. Je propose un exemple de cette application des « nouveaux calculs » à la cinématique, qui est à la fois très proche de Descartes et aussi en rupture décisive avec lui.
L’exemple de la mathématisation du mouvement dans un milieu résistant.

L’expression mathématique de la trajectoire des corps matériels dans un milieu résistant est un point de passage obligé du processus historique de mathématisation des phénomènes naturels et les premières propositions du second livre des Principia de Newton y sont consacrées.

La première partie de la Proposition 2 doit retenir notre attention, car ce qu’elle énonce est très précisément conforme à ce qu’avait découvert Descartes dans le passage des Anatomica que j’ai ci-dessus mentionné
. Newton, comme Descartes, établit une relation récurrente donnant la vitesse au bout de n instants. La méthode est exactement la même. 
De ce résultat, Descartes ne pouvait déduire une fonction des espaces dans la mesure où il ne peut pas réaliser une intégration. C’est précisément sur ce point que Newton fait la différence et s’assure l’avantage décisif que constitue la seconde partie de la proposition : « les espaces parcourus pendant chacun de ces temps seront comme les vitesses». Il peut même donner la relation fonctionnelle des espaces et des temps (du moins graphiquement). Newton mobilise une courbe qu’il connaît bien, une courbe qui met en relation fonctionnelle des augmentations arithmétiques et des augmentations géométriques, à savoir les espaces sous l’hyperbole équilatère. C’est une propriété des logarithmes, démontrée par Grégoire de Saint Vincent.

Soit une telle hyperbole, observe Newton, si les abscisses sont en progression géométrique, alors, les sommes des aires correspondantes sous l’hyperbole sont en progression arithmétique. Il lui suffit, à ce stade, d’interpréter « naturellement » les sommes des aires sous l’hyperbole comme les temps et les abscisses comme les vitesses. Le lemme 1 qui précède permet de faire correspondre l’aire entre deux ordonnées à un certain temps du mouvement, et de reconnaître l’intervalle des abscisses comme l’espace parcouru.

Autrement dit, abandonner la distinction entre la G1 et G2, permet –dans cet exemple- de pénétrer, avec des outils mathématiques plus sophistiqués, au sein de G3 en progressant du côté de la mathématisation des phénomènes réels. A nouveau, c’est une section conique qui a permis à Newton de donner sa Proposition .
Quelques commentaires complémentaires à propos de G4.
Dans la quatrième géométrie, l’ontologie des corps commande bien que les idées que nous pouvons avoir des particularités des phénomènes relève d’une géométrie. Celle-ci peut n’être qu’une pétition de principe - et c’est le sens de la déclaration à Desargues - La géométrisation est en puissance. Lorsque cela apparaît possible, l’actualisation qui passe, chez Descartes, par la doctrine du codage-décodage est effectuée (tel est le cas dans la Dioptrique, ou dans le Discours VIII des Météores pour l’explication de l’arc-en-ciel, ou ailleurs pour l’analyse du jet d’eau ou des cordes vibrantes.) 

Selon cette pétition de principe, une vaste classe de phénomènes est dite relever d’une géométrie que personne, en réalité, n’est en mesure de constituer. Ces phénomènes concernent  notamment la doctrine des éléments, les formes substantielles des péripatéticiens, l’alchimie des contemporains, la chimie naissante. 
On connait une forte tradition qui s’oppose sévèrement à cette géométrie spontanée des phénomènes, cette chimie des formes. Il reviendra à d’Alembert - pourtant peu suspect d’hostilité à Descartes - de faire la mise en garde qui exprime l’opinion de la plupart des savants du XVIIIe siècle : 
«qu’il [le physicien] se garde bien surtout de vouloir rendre raison de ce qui lui échappe ; qu’il se défie de cette fureur d’expliquer tout, que Descartes a introduite dans sa physique, qui a accoutumé la plupart de ses sectateurs à se contenter de principes et de raisons vagues propres à soutenir également le pour et le contre. On ne peut lire sans étonnement dans certains auteurs de physique, les explications qu’ils donnent des variations du baromètre, de la neige, de la grêle et d’une infinité d’autres faits... » (Essai sur les Eléments de philosophie, chap. XX, p. 184-185 de l’ed. Fayard).
Le cas de Robert Boyle est sans nul doute l’un des plus intéressants puisqu’il est bien un partisan du mécanisme mais qu’il participe à un glissement décisif qui va du ‘mécanisme des chocs et des figures’ à un mécanisme des masses et des forces. Ainsi Robert Halleux peut-il écrire que  Boyle, dans son  Essai physico-chimique... ou Essai de nitre «démontra expérimentalement comment les changements apportés au salpêtre par des moyens chimiques peuvent s’expliquer parfaitement en terme de taille et de mouvement des corpuscules
 » mais le même auteur précise plus loin que « Dans ses physiological Essays de 1661, Boyle arrive à interpréter les phénomènes les plus divers par le modèle mécaniste en laissant la forme des particules indéterminée, mais en formulant les réactions en terme de mouvement [...] Dans la chimie du XVIIIe siècle, l’exemple de Boyle et de Newton discréditera les spéculations sur la forme des petits corps [...] 
». D’Alembert, encore, oppose précisément cette fausse géométrie des éléments cartésienne à l’œuvre newtonienne  pour conclure, « Enfin, Newton montra le premier ce que ses prédécesseurs n’avaient fait qu’entrevoir, l’art d’introduire la géométrie dans la physique et de former, en réunissant l’expérience et le calcul, une science exacte, profonde, lumineuse et nouvelle »
. 
Ce n’est cependant pas dans le domaine de la physique des éléments, des phénomènes à l’échelle des particules que Newton à accompli cet exploit, ‘entrevu par Descartes’, c’est bien entendu dans la mécanique céleste qui justement sert de modèle à ceux qui rêvent d’une chimie qui serait devenue une science proprement dite. Ainsi écrit Lavoisier en  1783 
« peut-être un jour la précision des données sera-t-elle amenée au point que le géomètre pourra calculer dans son cabinet les phénomènes d’une combinaison quelconque, pour ainsi dire de la même manière qu’il calcule le mouvement des corps célestes. Les vues que M. de La Place a sur cet objet et les expériences que nous avons projetées, d’après ses idées, pour exprimer par des nombres, la force des affinités des différents corps, permettent de ne pas regarder cette espérance absolument comme une chimère. »
 

Ainsi les voies explorées pour avancer dans une géométrisation de la matière semblent tourner le dos à la quatrième géométrie  cartésienne, la géométrie spontanée des phénomènes. 

On aurait bien tort de croire que la quatrième géométrie, cette ‘chimère’ qu’a reproché d’Alembert à Descartes soit restée sans effet et sans défenseurs. 
« Qu’ils fussent cartésiens comme Lémery, qui semble admettre la divisibilité des petits corps, ou atomistes stricts comme Hartsoeker, les chimistes corpusculaires vont axer leurs interprétations sur la forme. La partie théorique de leurs exposés se réduit ainsi à des suppositions concernant la figure de chaque corps chimiquement défini. L’acide aura de petites pointes et l’alcali des pores, le sel a des pointes à cause de sa forme cristalline et du picotement qu’il provoque sur la langue... »
 
Halleux a beau ajouter (ce qui est vrai) «Tous ces systèmes [...] ne sont que des transpositions naïves des propriétés observables »  (id.), il n’empêche qu’une puissante cohorte d’esprits remarquables y est engagée (des atomistes, des cartésiens ou des ‘indépendants’ : on y retrouve Gassendi, Pereisc, Beeckman, Sennert, Erasmus Bartholin). Il n’empêche aussi que des intuitions plus fertiles concernant la constitution des molécules ou la future cristallographie s’y rencontrent ; ainsi note encore R. Halleux, 

« l’idée d’une structure géométrique de ces arrangements permettait d’expliquer la régularité des formes minérales, comme les flocons de neige ou le cristal de roche. Via les « molécules intégrantes » de Haüy ou d’Antoine Gaudin, l’idée de réseau cristallin y est en germe » (id. p. 446). 
Le Cours de chymie de Lémery (paru en 1675) reste le livre classique de cette science pendant un demi-siècle, aux dires d’E. Meyerson (cf.  p.356). Dans ses Conjectures physiques, Nicolas Hartsoeker est décidément très cartésien en écrivant que 
«  ce que je viens de dire de la figure des sels acides se trouve assez confirmé par les effets qu’ils font…et qu’ainsi, picotant la langue, ils excitent en nous un sentiment qu’on appelle goût acide [... les huiles sont d’une nature tout-à-fait différente des sels acides car au lieu que les parcelles de ces sels étaient pointues…celles des huiles n’ayant aucune pointe pour blesser, mais des surfaces convexes et unies, sont d’un effet tout contraire[…] »
. 

N’en doutons pas, le programme général du mécanisme cartésien ne s’arrête pas au sel ou à la neige ; il concerne aussi les organismes vivants et sert d’arrière-plan philosophique à l’iatromécanisme. A la fin du siècle, Giorgio Baglivi s’émerveille ainsi : 

Notre siècle, par bonheur, a vu naître et grandir la philosophie naturelle et expérimentale [...] Les médecins se mirent donc à examiner la structure du corps et les phénomènes de l’organisme, en appliquant à cet examen, les principes de la géométrie mécanique, les expériences physico-mécaniques et celles de la chimie [...]
 

Cette adhésion à la géométrisation de tout, par formes et mouvement, doctrine reconnue comme cartésienne, est puissante. Le double exemple des médecins Nicolas Stenon et Borelli, tous deux membres de l’Accademia del Cimento - fondée en 1657- est édifiant. Comme le note Tarcisio Festa : 

« Ils appliquèrent à cette recherche (sur les contractions musculaires) les principes de la géométrie euclidienne » (p. 186).»

Pourquoi, de la part de Descartes, utiliser ce terme de géométrie, sinon pour indiquer une certaine continuité, pour admettre qu'il n'a pas véritablement renoncé à la physique - géométrique, même et surtout lorsqu’il n’en offre qu’une ébauche ? A proprement parlé, cette quatrième géométrie n’en est évidemment pas une. Elle ne peut l’être pour Descartes lui-même. On a assez insisté sur une caractéristique de la géométrie de 1637, à savoir le rôle essentiel qu’y joue la théorie des rapports et des proportions. On peut montrer que la frontière entre cette géométrie et la ‘seconde géométrie’ cartésienne est justement constituée par la théorie des proportions. Or, dans la géométrie du sel, de la neige, dans cette géométrie des formes immédiatement présentées à notre perception, il n’y a tout simplement pas de considération de rapports. C’est pourtant parce qu’il y avait considération de rapports que les qualités sensibles devenaient susceptibles d’être pensés  - ainsi que l’a montré J.L. Marion (en se référant en particulier aux Regulae et à la théorie des dimensions). Ici, rien, pas la moindre considération des ‘dimensions’ du phénomène, des rapports entre plusieurs de même genre ; rien donc qui ouvre la voie à une ‘bonne figure’, à une représentation, à une perception intellectualisée. La relation entre la forme supposée et l’effet phénoménal est qualitatif et n’autorise aucune espèce de mise en équations entre grandeurs. Pas de géométrie donc. 

Comment s’en tirer ? En dévaluant la déclaration cartésienne. En effet, ce n’est jamais lorsqu’il traite des phénomènes sur ce mode que Descartes soutient, ou prétend qu’il fait de la géométrie. C’est une revendication qui vient en effet parfois, mais de l’extérieur, comme dans la lettre à Desargues. Dans la Géométrie de 1637, Descartes, à plusieurs reprises, commente et regarde ce qu’il est précisément en train d’accomplir : de la géométrie. Lorsqu’il est en butte avec sa seconde géométrie, il en va de même. Lorsque, plus ou moins masqué, il traite de la chute des corps ou des machines simples, il assume pratiquer des mathématiques. Dans les Météores, dans les parties III et IV des Principes, il n’en est pas question. C’est qu’il s’agit bien d’une idée vague : ni claire et distincte comme la première géométrie, ni claire-confuse comme l’est peut-être la seconde géométrie, ni d’une entreprise tout de même géométrique, quoique réduite à des cas non généralisables, quand il pratique la troisième géométrie. Ne dirait-on pas que cette quatrième géométrie est un pur horizon ?
Avons-nous vraiment perdu de vue la Mathesis Universalis, au cours de cet examen ? Une dernière remarque montrera, je pense, que nous sommes restés dans sa sphère influence. Il existe de nombreuses interprétations subtiles et érudites de ce qu’il convient d’entendre par Mathesis Universalis et on connaît les « candidates » possibles : ce pourrait l’algébrisation de la géométrie, ou la méthode, ou la théorie des proportions, ou la sagesse naturelle, ou une reprise de l’ancienne tradition déjà examinée par Proclus jusqu’à sa discussion à l’occasion des débats du XVIe siècle concernant la certitudo mathematicarum. Ces réponses s’accordent sur un thème commun ; l’ordre et la mesure restent les attributs les plus stables de la Mathesis Universalis.  Le 16 novembre 1643, Descartes écrit à Elisabeth 

… en cherchant une question de géométrie… je ne considère point d'autres théorèmes, sinon que les côtés des triangles semblables ont semblable proportion entr'eux, et que, dans les triangles rectangles, le carré de la base est égal aux deux carrés des côtés. Et je ne crains point de supposer plusieurs quantités inconnues, pour réduire la question à tels termes, qu'elle ne dépende que de ces deux théorèmes; au contraire, j'aime mieux en supposer plus que moins. Car, par ce moyen, je vois plus clairement tout ce que je fais … au lieu que, si l'on tire d'autres lignes, et qu'on se serve d'autres théorèmes, bien qu'il puisse arriver, par hasard, que le chemin qu'on trouvera soit plus court que le mien, toutefois il arrive quasi toujours le contraire. Et on ne voit point si bien ce qu'on fait, si ce n'est qu'on ait la démonstration du théorème dont on se sert fort présente en l'esprit; et en ce cas on trouve, quasi toujours, qu'il dépend de la considération de quelques triangles, qui sont ou rectangles, ou semblables entr'eux, et ainsi on retombe dans le chemin que je tiens.
Ce passage bien connu suggère une correspondance extrêmement précise avec la science mentionnée à l’époque des Regulae ; en effet la mesure, en géométrie, est présente pour autant que l’on dispose d’une norme ou (ce qui est équivalent) d’une distance ; or, en coordonnées cartésiennes, le moyen de se doter d’une distance est précisément le théorème de Pythagore ; quant à l’ordre, il est établi par les proportions et le théorème de Thalès en fournit le dispositif. Ainsi, dire, comme le fait Descartes, qu’il utilise exclusivement ces deux théorèmes pour examiner les problèmes, c’est bel et bien annoncer l’étude de ce qui relève de l’ordre et de la mesure.






Vincent Jullien, Décembre  2008 
Résumé,

Les activités mathématiques de Descartes sont diverses et ne se laissent pas réduire à la Géométrie de 1637. Il m’a paru possible de proposer un classement en quatre genres de ces diverses activités. Le troisième essai du Discours et les textes associés constituent le premier ; les résolutions et démonstrations de problèmes avec usage de procédures infinitésimales sont le second genre ;  avec le troisième, il s’agit pour Descartes de participer au programme de mathématisation des phénomènes, engagé avec lui et autour de lui ; le quatrième genre résulte du projet par lequel Descartes se propose de produire une justification rationnelle au mécanisme en philosophie naturelle. Il était utile de chercher à reconnaître la place de ces manières de faire de la géométrie dans le système général cartésien et de pointer les difficultés qui ne pouvaient manquer de surgir. 

Mots clés : Descartes, Géométrie, infini, mécanisme, indivisibles, mathématisation des phénomènes.


Rapport 1
The paper "Les quatre mathématiques de Descartes" deals with  
Descartes's understanding of mathematics or geometry. There cannot be  
any doubt that it should be published in the Archives  
Internationales. Yet, some minor points should be changed, modified,  
corrected:
1. The author only cites French written literature though there is an  
overwhelming richness of literature written in other languages. Fort  
example on page 6 Istvan Szabó's 'Geschichte der mechanischen  
Prinzipien' (Cartesian shock rules) should be at least mentioned.
2. The author should explain why he is speaking about Four  
mathematics though his four mathematics turn out to be four geometries.
3. There are some linguistic mistakes or unclearnesses:
p. 1, l. 10 read 4 géométries
p. 2, l. 13 read quatre Géométries
p. 5, l. 21 read à son gré
p. 6, l. 11 read mathématiques
p. 9, l. 6 read le changement
p. 11, l. -2 what is 'on a sait' ?
p. 14, l. 15 read physiological; note 41 read Attraction
p. 15, l. 1 what is 'a beau ajouter' ?




































































































































� Sans être du tout exhaustif, on peut mentionner parmi les travaux récents, ceux de Michel Serfati, Marco Panza, Paolo Mancosu, Enrico Giusti, Henk Bos, Giogio Israël, David Rabouin, André Warusfeld, Chikara Sasaki, Rosdi Rashed, Jean Dhombres, Vincent Jullien, Sébastien Maronne. 


� Il pourra sembler paradoxal que –dans ce travail- je ne fasse pour ainsi dire aucune place à la Mathesis Universalis chez Descartes. Paradoxe apparent et absence justifiée puisqu’il va être question des mathématiques pures, de leurs variantes et de leurs éventuelles dérivées ou applications. On ne s’occupe donc pas dans la suite de la science située en amont et dont les sciences évoquées dans ces pages seraient subalternes.


� Les importantes contributions récentes dans ce domaine ont souvent été françaises (J.P. Weber, J.L. Marion, M. Fichant, F. de Buzon, D. Rabouin pour ne pas mentionner les travaux classiques tout au long du XXe siècle), mais pas seulement (Crapulli, Kuhn, Mahoney, Van de Pitte, notamment)


� Plusieurs des auteurs mentionnés dans la note 1 sont concernés. Un seul exemple, entre cent : lorsque Sasaki aborde les démonstrations cartésiennes de l’aire de la cycloide, puis du « problème de De Beaune », il leur consacre une demi-page (275-276) sans presque aucun commentaire.


� Marco Panza, Rosdi Rashed, Jean Dhombres, Giorgio Israël, David Rabouin, Christian Houzel, Carlos Alvarez sont parmi les représentants actuels les plus significatifs de cette direction de recherche, ou encore Charrak et Jullien.


�. Sébastien Maronne, La théorie des courbes et des équations dans la géométrie cartésienne : 1637-1661.Thèse de doctorat de Paris VII, 2007, p.2


� Parmi l’abondante littérature sur ce point, on pourra lire ma Géométrie de 1637, PUF, Philosophie 1996.


� Dans deux textes, j’ai proposé des analyses de ces activités, « les frontières dans les mathématiques cartésiennes » et « L’intuition est à la déduction comme la géométrie est à l’algèbre », dans Philosophie naturelle et Géométrie à l’âge classique, H. Champion 2006.


� Avec André Charrak, j’ai examiné cette question dans Ce que dit Descartes concernant la chute des corps, Septentrion, 2002.


�. G.G. Granger, Essai d’une philosophie du style, Paris, O. Jacob, 1988, p. 50.


�. Granger, id., p. 50.


�. Pour une vue plus générale de l’impact maintenu de cette théorie, voir V. Jullien, « Remarques sur le caractère incontournable des Eléments d’Euclide au XVIIe siècle », dans Philosophie naturelle et Géométrie à l’âge classique, H. Champion 2006.


� Comme l’avait déjà relevé Rabuel, l’équation d’un cercle de diamètre [AB] n’est autre que l’expression du fait suivant : M appartient au cercle lorsque la hauteur du triangle AMB, issue de M, est moyenne proportionnelle entre AH et BH (H étant le pied de la hauteur).


�Discours, 2ème partie, A.T.VI, p. 20


� G. Israel, Revue d’histoire des sciences, 1998, 51/2-3, XXX.


� L’expression ce qui doit être conservé est évidemment une manière de parler puisque chacun s’accordera sur le fait que –à proprement parlé- tout doit être conservé. Il s’agit ici de souligner la portion de l’activité géométrique cartésienne qui s’inscrit dans la constitution de son système philosophique.


� Par exemple : Principes I, 26 et 27 ; II, 34 et 35 ; troisième méditation, G.F.II, p. 445 ; à Morus, 5 février 1649 ; Entretien avec Burnam, AT.V, p. 154 et p. 167. 


� A.T. II, p. 135.


� Id.


� Brunschvicg L., Les étapes de la philosophie mathématique, (1912), réed., A. Blanchard, Paris, 1981, p. 75.


�Aussi Gaston Milhaud a-t-il tort dans son appréciation, comme toujours inconditionnelle de l'œuvre de Descartes : « D'instinct, il était accessible à toutes les méthodes et à tous les ordres d'idées qui peuvent s'offrir en mathématiques. Aux questions les plus diverses, aux difficultés proposées dans les ordres d'idée les plus éloignés les uns des autres [...] il apporte une solution avec une étonnante rapidité. Et les procédés dont il use, au moins quand il les fait connaître, ne témoignent en aucune manière d'un attachement étroit et exclusif à l'esprit d'une méthode unique et déterminée dont sa "Géométrie" à l'entendre lui-même aurait fixé les linéaments», Descartes Savant, Paris, Alcan 1921, p.163.


� Lettre à Mersenne du 23 août 1638. On trouvera deux présentations de cette construction dans Vuillemin, op. cit., p. 65 - 68 et  dans Houzel, op. cit., p. 31 - 32.


� A.T. II, p.520


� L'analyse de ce calcul a été fait maintes fois et je n'y reviens pas. Voir Tannery, A.T. II, p. 520-523 ; G. Milhaud, Descartes savant, op. cit., p. 170 sq. ; Jules Vuillemin, Mathématiques et métaphysique chez Descartes,op. cit., premier chapitre.


� Belaval, Leibniz critique de Descartes, Paris, Gallimard, 1960, p. 310


� Des éléments complémentaires d’analyse de ce genre d’activités cartésiennes sont proposés dans l’article « Abstraction faite, que reste-t-il ? » in Liber amicorum de Jean Dhombres, 2008.


� à Huygens, 5 octobre 1637, repris dans une lettre à Mersenne du13 juillet 1638.


� Cf. Jullien Vincent & Charrak, André, Ce que dit Descartes� XE "Descartes" � touchant la chute des graves, Septentrion, 2002.


� Cf. Jullien, « Abstraction faite, que reste-t-il ? », in Liber amicorum pour Jean Dhombres, 2008.


� AT II, p. 268. Ce passage est souvent cité -partiellement- (par exemple F.Alquié, Descartes, Paris, Hatier, 1969, p. 39; Belaval Leibniz, critique de Descartes, Gallimard, 1960, p. 489) comme représentatif de la décision philosophique consistant à transformer ce que devait être une physique géométrique.


� Ibid., p. 129.


� J.L. Marion, Sur la Théologie Blanche, PUF, 1981, p.233


� Le Monde, Traité de l’homme  AT XI, 176.


� Remarques sur la Vie de Descartes de Baillet, cité par Halleux, in art. « Matière » du Dictionnaire de la science classique, Flammarion, 1999, p.778


� A Mersenne, AT. II, p. 263


� C. Houzel décrit cet épisode dans l’article cité, p. 31-32.


� Ibid. p. 313.


� On pourra lire une analyse plus détaillée de ceci dans Jullien, « Abstraction faite, que reste-t-il ? », in Liber amicorum pour Jean Dhombres, 2008


� Discorsi, E.N. 185, Seuil, p. 120


� à Mersenne, 11 octobre 1638, A.T. II, 379-380


� cf. Maronne, p.300


� Voir Jullien Vincent & Charrak André, Ce que dit Descartes� XE "Descartes" � touchant la chute des graves, Septentrion, 2002.


� Dictionnaire de la Science classique, art. Boyle, p.211


� ibid, art. Atomisme, p.447-448


� Essai sur les Eléments de philosophie, chap. XX, p. 178-179 de l’ed. Fayard


� Mémoire sur les affinités du groupe oxygène, cité par Halleux et Blay, art. « Attractio/Affinité » du Dictionnaire de la Science classique, p. 454


� Halleux, Dictionnaire de la Science classique, art. « Atomisme », p.447


� Id., art. Matière, p.778


� Id., art. Expérience, p.520


� T. Festa, «  Les premiers traités de physiologie du muscle », in Géométrie, Atomisme et Vide dans l’école de Galilée, Cahier d’histoire et de philosophie des sciences, 1999, n. 10, p. 203
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